I.imites (PARTE 1)

IDEA INTUITIVA
El célculo es la matematica de los cambios, estos son algunos ejemplos:
Precalculo Calculo

Analizamos un objeto sometido a
aceleracion

Analizamos un objeto que se mueve

a velocidad constante.

cambio promedio

L=,

cambio instantéaneo

Estudiamos la pendiente
de una recta

Estudiamos la pendiente
de una curva

Analizamos el drea de un rectdngulo Analizamos el drea bajo una curva

¥

La nocidn de limite es fundamental para el estudio del célculo.

Si una cantidad no negativa fuera tan pequeiia como para ser menor que
cualquier otra, ciertamente no podria ser otra cosa sino cero. No hay,
pues, tantos misterios ocultos en este concepto de lo infinitamente
pequeiio como habitualmente se cree.

L. Euler (1707-1783).

Matematicas Proceso de

: Célculo
previas la - Limite -
calculo

ESTIMACION NUMERICA Y GRAFICA DE LIMITE

Supongamos que nos piden dibujar la grafica de la funcién f(x) .

Para todos los valores distintos de x =2 la representamos como
cualquier otra curva. Sin embargo, en x =2, no esta claro qué esperar.

Para hacernos una idea del comportamiento de la grafica de f cerca de
x =2, podemos crear dos conjuntos de valores de x, uno con valores

algo menores a 2 (muy préximos por la izquierda) y otro con valores
algo mayores a 2 (muy préximos por la derecha).

X se acerca a 2 por la izquierda X se acerca a 2 por la derecha

1,500/ 1,750| 1,900/ 1,990| 1,999 2 | 2,001] 2,010| 2,100| 2,250 2,500
1,250 2,063| 2,610 2,960 2,996/ ? | 3,004 3,040 3,410 4,063 5,250

f(x) se aproxima a 3 f(x) se aproxima a 3

Esta tabla representa:
e  Ellimite lateral por laizquierda lim f(x), (el simbolo ¢~
x—c

indica que estamos a la izquierda de ¢, es decir, x<c¢)

e  Yellimite lateral por la derecha lim f(x), (el simbolo ¢*
x—c*

indica que estamos a la derecha de ¢, es decir, x >¢)

Como vemos, la grafica es una pardbola con un hueco en el punto (2,3).
A pesar de que Xx no puede ser igual a 2, nos podemos acercar
arbitrariamente a 2, y en consecuencia, vemos que f(x) se acercaa3
de la misma manera.

Esto, en notacidn de limites, se escribe asi:  lim f(x) =3
x—>2
Y se lee “el limite de f(x) cuando x tiendea 2 es3”

Graficamente observamos el mismo resultado.
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f(x):x3—2x2—x+2
x-2

Cuando x seacercaa 2 por cualquiera de los lados, f(x) se
aproxima a 3. De hecho, podemos acercar los valores de f(x) a3l
tanto como queramos haciendo que Xx se aproxime lo suficientea 2.
En resumen, no necesitamos saber lo que ocurre en x =2, ni siquiera

tiene porqué estar definida la funcion en dicho punto (como es el caso),
sélo nos interesa lo que le pasa a la funcién cuando estamos cerca de 2.

DEFINICION INFORMAL DE LIMITE
Escribimos lim f(x)=L
X—>C

y leemos: “el limite de f(x), cuando xtiendea c,esiguala L”
si podemos aproximar los valores de f(x) tanto como queramos a L
tomando valores de x muy cercanos a ¢, peronoiguala c.

Es decir, esto nos dice que los valores de f(x) se aproximan mas y mas

al nimero L cuando x se acerca cada vez mas al nimero ¢, tanto por
su lado izquierdo como por su lado derecho, siendo x #c¢ .

Que existaono f(x) en x =c no guarda relacién con la existencia del
limite de f(x) cuando X se aproxima a ¢. Lo Unico que importa es
como esta definida f cercade c.

Ademas, algunas funciones carecen de limite cuando x — ¢, pero
aquellas que lo poseen no pueden tener dos limites diferentes cuando
X — c. Es decir:

Si el limite de una funcion existe, entonces es Unico.

Y también, si una funcidn tiene limite cuando x — ¢, los limites

laterales cuando x — ¢~ y cuando x —> ¢* deben ser iguales.

lim f(x)=L = Ilim f(x)=L y 1im‘ f(x)=L

X—>c X—>cC X—>cC

Normalmente cuando trabajamos con funciones “a trozos” o racionales
con asintotas verticales debemos recurrir a los limites laterales.




A VECES EL LIMITE NO EXISTE

No necesariamente las funciones se aproximan a un valor finito en todo
punto. En otras palabras, es posible que un limite no exista. Ejemplos:

@ f(x) se aproxima a numeros diferentes por la derecha de ¢ y
por laizquierda de ¢ (funcién con un salto).

@ f(x) aumenta o disminuye sin tope a medida que X se aproxima
a ¢ (funcién con asintota vertical).

@ f(x) cambia entre dos valores fijos a medida que X se aproxima
a c (funcién que oscila).

2x? six<l
4-x st x=1 ®

fo-|

—_—

1
f(X):E

. 1 "
lim —— no existe
X2 D,

m ®/f(x>sen<%>
U \/ '\
lim sen > no existe
x

x—>0

DEFINICION FORMAL DE LIMITE

Después de lo visto es necesario dar un significado mas preciso a estas
dos frases:

« Si tomamos valores de x muy cercanosa € »
y « f(x) se aproxima tanto como queramos a L »

DEFINICION FORMAL DE LIMITE
lim f(x)=L & Ve>0,35,,>0/Si 0<|x—c|<d=|f(x)-L|<e

X—>C

La expresion  lim f(x) =L indica que el limite existe y es igual a L
X—>cC

¢ letra griega épsilon

& letra griega delta
L+e+

Entorno centrado en L de radio €

L-e+
|f(x) - L| <g

Entorno reducido (sin el punto ¢)

centrado en cde radio &

LC+5 L':B ¢ c+’ﬁ
c 0<|x—c|<?

c—0

Observacion: No suponer las “operaciones con infinito” con

propiedades analogas a las operaciones con nimeros. Estas

propiedades son correctas suponiendo previamente que existe el limite
de cada sumando y de cada factor del producto.

Propiedades de los limites

Hemos visto que el limite de f(x) cuando X tiende a ¢ no depende
delvalorde f en x =c.Sin embargo puede darse el caso de que este
limite sea f(c) . En esta situacion podemos calcular el limite por
sustitucidn directa, es decir:

lim f(x) = f(c)
X—>C
Las funciones con este “buen comportamiento” son continuas en c.

Es decir, cuando esto ocurre para calcular el limite bastard con sustituir el valor al
que tiende X directamente en la expresion de la funcién (esto sucede porque
trabajamos normalmente con funciones continuas).

LiMITES BASICOS

Si by ¢ sonnuUmeros realesy n un nimero entero positivo,
tenemos:

1. limb=b 2. limx=c 3. limx"=c"
X—>cC X—>C X—>C

z n n . . .
4. lim VYx =%e ; Vesinesimpar,y Vc>0sin es par
X—>C
PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Si by ¢sonnuUmeros realesy n un nimero entero positivo, y
ademas fy g son funciones que tienen los siguientes limites:
lim f(x)=A ;

lim g(x) = B, entonces
X—>C X—>C

1. lim[b- f(x)]=b-lim f(x)=b- A
2. lm[f(x)+g(x)]=lim f(x)+limg(x)=A+B
3. lim[f(x)-g(x)]=lim f(x)-limg(x)=A-B

lim £(x)
1im|:f(x):|_xﬂc _é

== = B#0
g(x) | limg(x) B
X—>C

5. lim[f(x)]n :[lim f(x)}n =A"

6. Si lim f(x) existe (0 es + o) entonces
lim [’{/ f(x)]: \/lim f)="A

valido siempre que la raiz exista

Tabla de operaciones con infinito (@)

Sumas, Restas | Productos | Cocientes Potencias
0 0 o a>1
00 4 00 = 00 w-o=0 |[—=0 —=w |a” =
a a 0 O<ax<l
o a>0
wta=ow 00-a =00 2:0 Lo |w=
0 0 0 a<0
0 a>1
0 — 00 = —o0 r;glade a_y %zﬁ a =
signos 0 0" o O<ax<l
to a>0
—o+ta=-w [0-00] {QJ {f} (—oo)a =
IND. 0 o0 0 a<0
IND. IND.
[o e (][0 =]
IND. IND. IND.  IND.

(D Estas expresiones se admiten asi como una forma de abreviar la
escritura, y solo tienen sentido en relacidn con el concepto de limite.



Limites en el infinito

Para expresar que damos a x valores cada vez
— mas grandes escribimos x — +oo ( x tiende a mas infinito)
— mas pequefios escribimos x — —oo ( x tiende a menos infinito)

Y el limite nos indica lo que le ocurre a la funcién en cada caso:
a) Lafuncion no esta acotada y sus valores son cada vez mas
grandes lim f(x)=+o0
X—>*oo

b) Lafuncién no estd acotada y sus valores son cada vez mas
pequefios lim f(x)=-o
xX— too

c) Lafuncion esta acotada y se acerca cada vez mas a un valor

k 1in+1 f)=k

d) Losvalores de la funcidn ni crecen ni decrecen
indefinidamente, ni se acercan cada vez mas a un nimero
lim f(x) — no existe

X—>too

®

< f )=

Jim f(6) = e KL, [l =k Jlim () no existe

De forma analoga, pero en el lado izquierdo, cuando x — —o©

Observacion: aunque para calcular limites en el infinito podamos
recurrir a usar valores de x muy grandes (o muy pequefios) conviene
no olvidar que infinito no es un numero y no sigue las reglas que

conocemos con los nimeros, p.ej. ©+0 =00 ; -0 =0 ; 0~ =0

yoee

CALcuLO DE LimITES

Sin embargo, no todas las formas indeterminadas se pueden resolver
asi. Esto ocurre a menudo con funciones menos sencillas y cuando
funciones algebraicas y transcendentes estan mezcladas.

En estos casos, y segun la indeterminacion, podemos aplicar:

— La “regla de L'Hopital”, si es posible (una o mas veces)
limm=[9 5 f}lim@
xoeg(x) L0 o] xoegi(x)

— Infinitésimos equivalentes:

Si f(x)y g(x) son infinitésimos equivalentes cuando x —> ¢,
entonces se puede decir que f(x) = g(x) cuando x — c. Es decir,
cuando aparecen como factor o divisor pueden sustituirse uno por
otro para el célculo de limites cuando x —>c.

— Llaférmula lim f(x)9® = [100} = exliinc[g(x)'(f(")‘l)]

X—>cC
— Otras equivalencias de funciones, como:

x>0 = ax" .. +axt rax+a, ~ax"

Un infinitésimo es una cantidad infinitamente pequefia, pudiéndose
definir como: lim f(x)=0 ; f esun infinitésimoenx =c
X—>C

f(x) es un infinitésimo cuando x — 0 en estos casos:

;e —l=x;In(l+x)=x etc.

2
x
senx~Xx;tgx~x; 1—cosxz7

En general, para calcular el limite de una funcién seguiremos este
protocolo:
— Sila funcién se define mediante una Unica expresion,
evaluamos la funcion en el punto ¢
— Silafuncién estd definida “a trozos” evaluaremos la funcion
en las expresiones que definena f(x) aizquierday derecha
de los extremos de los intervalos.
Como vimos anteriormente, no parece existir diferencia entre el calculo
del limite en un punto y evaluar la funcién en ese punto, sin olvidar que,
para calcular un limite en un punto sélo nos interesa lo que le ocurre a
la funcién muy cerca de él, no en dicho punto.

No obstante, lo cierto es que a la hora de calcular limites nos
encontramos con casos en los que al evaluar la funcién:
— Oelpunto ¢ no pertenece al domino de la funcién.
— Oelpunto ¢ genera una indeterminacion, es decir, no es
posible a partir de ella saber el valor del limite.
Cuando estamos ante alguno de estos casos, el célculo del limite debera
realizarse mediante procedimientos analiticos.

INDETERMINACIONES

Existen formas llamadas indeterminaciones porque no es posible a
partir de ellas determinar el limite. Las formas indeterminadas no
garantizan que un limite existe, ni indican lo que el limite es, si existe.

El resultado no es el mismo en todos los casos, es decir, su valor no sélo
depende del limite de las funciones fy g, sino de las propias
funciones. En el célculo de limites tenemos estas 7 indeterminaciones:

0 0

Sial intentar evaluar un limite se llega a una de estas formas, y las
funciones son sencillas y habituales, intentaremos reescribir la funcion
mediante técnicas algebraicas.

x 1
También es Util saber que lim(1+lj =e ; lim(l+x)x=e

x—=0

Limites de funciones Polindmicas
Considerando la funcién polindémica P(x) =a,x" +...+ qx +q,

Caso |, cuando x tiende a un punto: lim P(x) ; siendo ¢ un n° real
X—>C

lim P(x) = P(a) , es decir, sustituyendo x por ¢
X—>cC

Esto se deduce de los limites basicos ya citados.

Caso ll, cuando x tiende ainfinito: 1im P(x) y lim P(x)
X—> =0

X+

El limite cuando x — +o de una funcién polindmica es oo , segin
el coeficiente del término de mayor grado. Si x — —co , ademas
tendremos en cuenta el exponente del término de mayor grado.

lim (anx"+...+a1x+ao): lim a,x" =+w

X—> oo X—> oo

Es decir, el signo del oo se determina con la “regla de los signos”

Ejemplo 1

lirg(Sx—1)=5.2—1=@

Ejemplo 2

lim (8x° +11x* ~32x~10) =8(=1)" +11(~1)" =32 (~1)-10=[25]

x—>-1

Ejemplo 3

lim (x3 —x4): lim (—x4):
X—> 0 X—>©

(El término x* es un infinito de orden superior)

Ejemplo 4

lim (x3 —10x2 —9x—100): lim x° =[x

X—> 0 X—> 0



Limites de funciones Racionales

Ejemplo 5

P
Siendo la funcion racional f(x) = % , (cociente de dos polinomios)
X
Caso |, cuando x tiende a un punto: lim P ; siendo ¢ un n° real
xoc Q X
La forma de hallar el limite depende del valor de Q(c)
P(x) P(c)

12 Si Q(c)#0 entonces lim ——==—=

e Q(x)  Q(e)
22 Si Q(c)=0 puede ocurrir:
a) Que P(c)#0, entonces lim —— PG _
x—c Q(x)
Y entonces estudiamos los limites laterales.

b) Que P(c)=0, entonces nos aparece {%} (IND.)

Para evitar la indeterminacién podemos utilizar:

“Regla de Ruffini”. La fraccion se puede simplificar
dividiendo numerador y denominador por (x—c¢) una o
varias veces hasta poder aplicar el apartado 12 o el 22 a).
“Multiplicar por el conjugado”. Es util cuando aparecen
raices cuadradas en numerador y/o denominador.

Caso ll, cuando x tiende a infinito: lim P y lim P

x—>+x Q(x) x—-» Q(x)

Al evaluar estos limites (aplicando las propiedades de los limites)

) ., |
obtenemos la indeterminaciéon | — |.
o0

, 2x-5 2-1-5 3 o
lim = =|—=| (por sustitucion directa )
x=>1 x+7 1+7 8

Ejemplo 6

1im_732:;3:

an(x_S) ()+

Como el denominador estd al cuadrado no es necesario calcular los
limites laterales.

Ejemplo 7

lim

xt-x* 0-0 [0
x~03x* —2x* 0-0

= 6] (sacando factor comun)
IND.

e X (x-1) g XL 01 [

Ho/3x2 03x-2 0-2 |2

Ejemplo 8

, x?-3x+2 1-3+2 [0 ,

lim = =| —| (descomponiendo en factores)
x>l x2_1 1-1 0

IND.

(x~T) (x-2) i X=2_1=2 [ 1

lim lim =|-—
’HIM(X+1) ol x4+l 141 2
Ejemplo 9

12 Método:

La forma mas répida de hallar el limite es teniendo en cuenta que solo
importaran los términos de mayor grado del numerador y del
denominador:

m m
a,x"+.. +ax+a, ax™ +...

lim -
xoz0 hox" 4. +bx+b,

= lim

oo b X"t

Para hallar limites en el infinito de funciones racionales de este tipo
nos fijaremos en el grado del numerador (m) y en el grado del
denominador (n), pudiendo aplicar la siguiente regla:

e Sim>n entonces lim f(x)=xo0 (usar regla de los signos)
X— too

e Sim<n entonces lim f(x)=0
X— too

e Sim=n entonces lim f(x)=

X—> too

(aplicar regla de los signos)

o Q

12 Método: (comparando el grado del Ny del D)

3 3 3
lim ~ +3=F} S m X m X [

x—>oox2+2 0 — x—)ocx2+2 X—)ooxz
np.  97(N)>gr(D)

29 Método: (dividiendo por potencia de mayor grado de la expresién)

x3+ 3 N
3 33 3
i Y B [ (I A SR S TR G S W
x—>w x* 42 0 x—>o x 2 x> 1 2 0+0 O
IND. —t+t 3 a2t 3
X X X X
Ejemplo 10
2 2
. X" —2x 1
lim ==X % - lim X = lim —=lo]
X—>+oo x3 —3x X+ x X—>+o X

w %(_/
IND. 9r(N)<gr(D)

Ejemplo 11

22 Método:
El problema también se puede resolver reescribiendo la expresién
dada en otra forma equivalente; concretamente dividiendo cada uno
de los términos de la fraccidn por la potencia de mayor grado que
aparezca en toda la expresion, simplificando y, sabiendo que

lim L =0 (Si nespositivoy k constante.)

x— o x"
Pues al dividir un nimero cualquiera por un nimero cada vez mas
grande, el cociente es cada vez mas proximo a cero. Observa que
ahora el que sea +0 0 —w es indiferente pues el resultado es 0.

Cuando se trate de cocientes de otros tipos de funciones no polinémicas
se utilizan otros métodos, ya mencionados anteriormente.

Observacién: si aparece la indeterminacién [so—w] o [0-0], por

tratarse de fracciones algebraicas, a veces podemos evitar estas
indeterminaciones efectuando la resta o el producto de dichas
fracciones.

., 3xP-2x-1 [ , 3 |3
111117:* —> hm—:—

X 2x3 42 x> 2xd |2

[NE—
IND. 97(N)=gr(D)

Ejemplo 12

, xX=5x [

lim ———=| — - lim X = lim x= -
x—>-0 x° —3x o0 N—— xa—oox X—> -0

vp. 97(N)>gr(D)

Ejemplo 13

Al dividir por x, dentro de la raiz

X
lim 7:H 2
[ pasa como x-.
X—>» 0 x2 —X+Xx [o'e]

1
lim ———=——=1im —
X—> 0 x2 X—> 0 J1=-0+ 1



Limites de funciones Irracionales

Ejemplo 20

Entendemos por expresiones irracionales todas las que resultan de
efectuar composiciones, sumas, productos, etc., entre funciones

polindmicas o racionales, y funciones del tipo ¥x , a condicién de que
la variable x aparezca necesariamente en el radicando de alguna raiz.

Para calcular limites de éstas funciones utilizamos las propiedades:

e Si Ve existe en R, entonces lim Vx = e

X—>cC

Si lim f(x) existe (o es + ), entonces
X—>C

lim [’{/f(x)] = \/Hm f(x) = W (siempre que la raiz exista)
. lim Vx = +oo (\/+To:+oo)

X—> 0
(Que son vélidas cuando x —> ¢ ,y cuando x -t )
Habitualmente, en funciones irracionales, podemos encontrar
. . . . 0 «© .
indeterminaciones del tipo o —ow ; o ; — que logramos resolver, si no
o0

vemos un camino mas facil, multiplicando por la expresion conjugada, y
simplificando.

Ejemplo 14

lim Vox* +10 _ {f} Al dividir por x?, dentro de la raiz

xo>m 2x -7

00 pasa como x*.
IND.
9x4+10 04
; 4 4 . 4 / 0 3
lim 1% X —1lim X __ ot :
x—>o Qx 7 X— 2_ 7 2-0 2
xr x? x’

Limites de funciones definidas “a trozos”

filx) six<c

fr(x) six=zc

Sea f(x)= {

Ademas f; y f, son funciones continuas en ¢

CALCULO DEL LIMITE DE f(X) EN EL PUNTO DE RUPTURA

lim +/x? +6x+9 = hm(x +6x+9) =42 +6-4+9 =29 =[7]

x—4 x—>4

(Por sustitucion directa y aplicando propiedades)

Ejemplo 15

lim (\/x3 —x? ) = lim (—x2 ) = (por jerarquia de infinitos)

X—>© X—> 0
3
(El término x2 es un infinito de orden superior a x2)

Ejemplo 16

Se calculan los limites laterales en dicho punto.
Como f; y f, son continuas,

xlin} fG)=1im fi(x) = fi(e) ; xlincl f()=1im f,(x)=£,(c)
e Si file)=f,(c)=L, entonces lim f(x)=L
e Si fi(c)# f,(c), entonces el limite no existe

CALCULO DEL LIMITEDE () EN OTRO PUNTO CUALQUIERA DEL DOMINIO

lim (\j xr-5- x) = [oo —o0| (multiplicando por conjugado)

X—> 0
Vo sex)
=lim=—" -~
5+x) oo xt-5+x ©

x?-5-x? —57@

I\)

lim (vVx* -5 -x (
tn (=5 ) ]

Ejemplo 17

Si a<c = lim f(x)=1lim f,(x) = f,(a)
Si a>c = lim f(x)=1lim f,(x) = f,(a)

Ejemplo 21

lim i/x2 +2 = 3\/lim5 (x2 + 2) =27 = (por sustitucion directa)
x—

x—5

2 .
f(x):{x +1 s1 x<0

x+1 st x>0

Para calcular el limite de la funcién en el punto de ruptura calculamos
los limites laterales:

lim f(x):lim(x2+1):02+1:1
x—0" x—0

= lim f(x)=]1
lim f(x):lirr(l)(x+1):0+1:1 x—>0f 1
x—0" x—>

Ejemplo 18 Ejemplo 22
lim X3 3-3 [O:l (multiplicando por conjugado) f(x) 2x=5 six<3
= =| — 11 U, X)=
=3x =3 3-43 |0 —x+2 six>3
IND.
Para calcular el limite de la funcién en el punto de ruptura calculamos
lim (x-3) (\/;+\B) - lim M(\/;-h/—) los Iimites laterales:

Ejemplo 19
’ 1+ 2
> il
, 2 , 2 2 , 2 J1+0 |1
Jim Y * { }—)hm X X lim XL _NIF :
X 2x 0 X X 2 2 2

xhj?* Jx)= }(1—{% (2x - 5) =2:3-5=1 no coinciden, por tanto

lim f(x)=lim(-x+2)=-3+2=-1 No existe limite
x—3* x—3

Consecuentemente, f(x) no es continuaen x =3



CRITERIO DE “JERARQUIA DE INFINITOS”

En general, podemos comparar infinitos, estableciendo el siguiente
orden, de las mas rapidas a las mas lentas acercandose a infinito:

EXPONENCIALES POTENCIALES LOGARITMICAS
X n
a ,a>1 X" [m log, x ,a>1

Si tenemos dos Dadas dos funciones
potencias de x, la de logaritmicas, la de
mayor base es un mayor exponente es un | menor base es un
infinito de orden infinito de orden infinito de orden
superior. superior. superior.

Dadas dos funciones
exponenciales, la de

Es decir, una funcidon exponencial (de base mayor que 1) es un infinito
de orden superior a una potencia de x ;v las potencias de x son
infinitos de orden superior a las funciones logaritmicas.

Dos polinomios del mismo grado o dos exponenciales de la misma base
son infinitos del mismo orden.

Ejemplos utilizando el criterio de jerarquia

LIMITES LATERALES, ejemplos

Se utilizan habitualmente en funciones con asintotas verticales y en
funciones definidas “a trozos” en sus puntos extremos.

10" er 2* x? X Jx | Vx | Inx log x

Ejemplo 30

e (-5’ 125
lim = 5 :[ } — Lim. laterales
-5 x?42x-15 (_5) +2.(_5)_15 0

Al quedar un numero partido por cero, calculamos los limites laterales

3 _ 3 _
lim x 125 _ - lim X 125

x>-5 x242x - 15 x>-5" x? +2x — 15 0~
Observamos que los Ilmltes laterales son distintos.

(Podemos probar con —5.01 para x <—5 ycon —4.99 parax >-5)
Calcular el limite lateral no consiste mds que en averiguar el signo del
denominador cerca del valor del que tomamos el limite, pues el del
numerador ya lo conocemos.

orden . orden
mayor " menor
Ejemplo 23

. —Jx+6 . —Jx+6
lim ;/1— = |:£j‘ criterio lim 21 .
Xo® nx o Jerarquia xo® nx

IND.

Ejemplo 24

Ejemplo 31

— 1-(-2
‘m i x 2( ) - 3 :[E}—)Lim. laterales
>2x74+2x (=2)"+2(-2) 4-4 LO

lm 1_7’“:1: . lim 1_7’“:0%:

x> x(x+2) 0° x>-2t x(x+2)

Observamos que los limites laterales son distintos.

2" 0
lim === : (El numerador es de orden superior)

Ejemplo 32

2 )2
lim -~ — (21) :[1}—> Lim. laterales
S () () Lo

Como queda un numero partido por cero, calculamos limites laterales

x? 1
lim —= - lim =

xo-1m X%+ x O+ x>t X%+ x O’
Observamos que los limites laterales son distintos

(Probamos con —1.01 parax <—1 y con —0.99 parax >—1)

Ejemplo 33

X—> o x o0
IND.
Ejemplo 25
VX7 =10 [ ’
lim — :[—:‘: (Numerador de orden superior: x2 > x°)
x—>0o x> =7 00
IND.
Ejemplo 26
.5 5
, x> —10 o0 >
lim —= |:—:‘ = @ (Denominador de orden superior: x> > x2)
x—>wo x’ -7 0

IND.

Ejemplo 27

= @ (El denominador es de orden superior)

. log (x* +1000) :[w}

X x2_5 0

IND.

Ejemplo 28

lim

x—0

— Lim. laterales

2- ﬂ [2—&}
0

Al quedar un numero partido por cero, calculamos los limites laterales

lim2\/—x2\/—. ,2\/2x2\/—m

x>0~ x—0"

Observamos que los limites laterales son distintos.

Ejemplo 34

X

e 0
lim ——=| — |= (El numerador es de orden superior)
X—> 0 xlOOO o0

IND.
Ejemplo 29
P Vx+1 0
lim 0 - ‘:7} = (El numerador es de orden superior)
x® log(x + 1) 0
IND.

lim =
x->1x° =1 1-1
3 3
. X +1 2 . X +1 2
hmzi:—: ; hrnzi:—:
x> x“ -1 0 -1t x =1 0F
Observamos que los limites laterales son distintos.

3
x4+l 1+1 :[%} — Lim. laterales

Ejemplo 35
lim 2 5 2 2 [2} — Lim. laterales
>3 x2 —2x— 3 3*-2-3-3 9 9 0

hm# 2—; hm# 2:

>3 x2=2x-3 0 >3 x?=2x-3 0F
Observamos que los limites laterales son distintos.



EJEMPLOS DE RESOLUCION DE INDETERMINACIONES

Ejemplo 40

0
Indeterminaciones tipo [6}

METODOS GENERALES

a) Sise trata de funciones racionales descomponemos
numerador y denominador en factores (Ruffini, igualdades
notables, etc.) y simplificamos.

b)  Sison funciones irracionales, cuando aparecen raices
cuadradas en el numerador (o en el denominador),
multiplicamos numerador y denominador por la expresién
conjugada (del numerador o del denominador). Después
factorizamos y simplificamos. Si aparecen varias raices de
distinto indice las pasamos a indice comun y simplificamos.

c) Silos métodos anteriores no funcionan, o nos resulta mas
comodo, aplicamos la regla de L'Hopital (derivando).

Ejemplo 36

lim

X+x-2  P+1-2 _{9]
>12x3 —x-1 2-1°-1-1

0
IND.
Aplicamos “Regla de Ruffini” para factorizar y simplificar

Sabemos, por teoria, que un factor es (x —1)

limM(x4+x3+x2+x+2)
x=1 M(sz +2x+1)

limx“+x3+x2+x+2_14+13+12+1+2_ 6
x>l 2x? +2x+1 2-1242:1+1 5

Ejemplo 41

i SETEE (05D [0

x—0 X 0 0
IND.

(R —R) (VImx i) lx
lim . = lim

x>0 X (M+m> X*°x~(ﬂ+ﬁ)

24 -2 -2 -2
lim =1im = ===
H‘)){-(\/lth/nx) =0l-x+J1+x J1-0+41+0 2 .

0

IND.
Aplicamos “Sacar factor comun” para simplificar
2
1imM=hm(2x+3)=2.0+3=

x—0 x—0

Ii

2x2 +3x  2-0%+43-0 [0}
m = =
x—0 X 0

Ejemplo 42

Ejemplo 37
i YX*+2-2 _N2+2-2 [0
x—2 x—2 2—2 0

IND.

lim(\/x+2—2).(x/x+2+2)_lim Xx+2-4
2 x=2 (Yxe2+2) w2 (x-2)(Vxe2+2)

(x~7) | 1
4

lim = lim

X*ZM( xX+2 +2) X2 X+2+2 - N2+2+2 “la

Ejemplo 38

0

IND.

m _3X*3 3-(-1)+3 _3-3 _{0}
x>-1x2 —x-2 (_1)2_(_1)_2 1+1-2

Aplicamos “Sacar factor comun y binomio” para simplificar
Sabemos, por teoria, que un factor es (x +1)

3
lim M = lim 3 3 =[]
xa—lM(x_z) x>-1x=-2 -=1=-2

lim 5 =— =
x>3x"-2x-3 3°-2-3-3

0

IND.
Aplicamos “igualdades notables” para factorizar y simplificar

x?-9 3-9 [0}

Sabemos, por teoria, que un factor es (x—3)

(x+3) (3]

xX+3 _3+43_6_|3

x4 x-4 4-4 0

IND.

lim =1lim = = =
23 (x3) (x+1) 3x+1l 3+1 4 2
Ejemplo 39

. x?—8x+16 4*-8-4+16 [0}

lim = =| -

Aplicamos “igualdades notables” para factorizar y simplificar

limW:)l(iLr‘l‘(x—4):4—4:@

x—4

Ejemplo 43
, x-2 2-2 {O}
lim = =|—=
x>24x+7-3 J2+47-3 [0
IND.

“Multiplicamos por el conjugado” del denominador

o (x-2) .(\/ﬁu)_lm(x—z)(\/ﬁm)
=2 (Yx+7-3) (Vx+7+3) 2 (m)ﬂy

1&%”3):1@(\/H7+3)=\/ﬁ+3=

Ejemplo 44

Vx-3 1-44-3 1-1 [0

42-16  16-16 :[6}
IND.

(1-vx=3) (1+4x=3) l—x+3

;1=
lim 5
x4 x°-16

B0 (1w 3) R ) (e ) (1 3)
-1 (x~4) 1 1

4 (x+4) (3] (14x-3) 82 |16




Ejemplo 45

. xXP—4x+3 1-4+3 {o}
lim > = =
x>lx”—5x+4 1-5+4
limM(x_3)_imx_3_l_3_
le(x_ﬁ x>lx—4 1- 3

Ejemplo 46

Indeterminaciones [oo — oo]

Ejemplo 52

2 — —
2x —dx _0-0_ [%} (sacando factor comun)

lim =——=
>0 x343x  0+0
2x-4 0-4 [ 4

c K(2x-4)
lim =lim = =[——
x—>0/(x2+3) =>0x243 0+3 | 3

IND.

0
Indeterminaciones [—}

0
Ejemplo 47
Jx? -6
lim NX oX X ‘:f:| (multiplicar por conjugado 2 veces)
X0 x _Nx? +4x >

(4735

JX —6x —x Vx? —6x +x
lim .
(x+\/x2 +4x)

(

x>0 x4 4x (\/X2*6X+x
)
)

)
)

4
P s eiEo 3

lim (\/x2 +5x—9—\/x2—6x+8):[oo—so]
xoe IND.

(\/x2+5x—9+\/x2—6x+8)

lim (x/x2 +5x—9 —+/x? —6x+8)-
X—> 00

(\/x2+5x—9+\/x2—6x+8)

lim :1im7: —_
o 1 5x-9+4xt —6x+8 el Lo

IND.

X2 +5x-9-x> +6x-8 1x-17 ‘:oo:‘

Dividiendo cada término por la x de mayor grado (observa que dentro

de la raiz debemos poner x2). Es lo mismo que sacar factor comun la
x de mayor grado y simplificar.

lix_17
lim X X Y recordando que k =0,
*%szgx_m\/xz_qu ®

X2 X2 Xz X2 X2 X2

17

) L -~ 11-0 1
lim = =|—
x>0 5 9 6 8 ~1+0-0+1-0+0 [2

4=+ I-——+—

X X X X

Ejemplo 53

lim (\/ xt-x- x) = [oo - oo] (multiplicando por conjugado)

o )

(\/xz—x+x) /
(\/xz—x+x)_’}1_r’r°lC Vx® —x +x )

Dividiendo cada término por la x de mayor grado (observa que dentro

X—> 0 (e8]

lim (\/xz -x —x)-

de la raiz debemos poner x2).

fm— X _fm—t 1 :
oo y2 o x X 1_l+1 NI-0+1 2
¥ 2 x V' ox

Ejemplo 54

23 tim 3 2 3
2 x—>oo\/1 6+1 2 J1-0+1 2 2 |2
L x
Ejemplo 48
; /xz x o Al dividir numerador y denominador por
lim ——=| — x, dentro de |a raiz pasa como x2.
X—> 0 X o0
IND.
x* x 1
—2+? 1+; 1
lim X = lim =—=|l
X0 ﬁ X— o0 1 1
b's
Ejemplo 49

2 2 2 2
‘ X X . X , X
lim - =lim —— - lim —— =[x -]
xoo( X—1 x+41) xowex—-1 xoxx+l1 IND.

2 42 _ 2
. xF(x+1)-x*(x-1) . 2x , 2/

x> 3x* 48

4 —
1im7x+72x3:[oo} im X _[7
o0
'ND.

Ejemplo 50

3 2
Iim w:[f}: lim ﬁz

-0 x> +x2 —6x |
IND.

Ejemplo 51

2
2t Tt 2

lim X :F}:lim X’ Xy X x” _0%0_0 5

x—>o 3x? 41 3.1

x>0 (x+1)(x-1) =lm e im ==
Ejemplo 55
lim (\/x2 +3-+/x? —3) = [oo - oo] (multiplicando por conjugado)
xo® IND.

(\/x2 +3++/x? 73)
lim (\/x2 +3—x? —3)-
X— 0

(e 3]

. x*43-x2+3 , 6 6
1 = lim

xgln}o ’X2+3+ [x?_3 xo= /x2+3+ lx2_3:00+002@




