En la mayoria de los fendmenos fisicos observamos
que una cantidad depende de otra.

e La presion depende de la temperatura

e El drea de un circulo depende del radio

e El precio de enviar por correo un paquete depende de su peso
e Elnumero de bacterias en un cultivo depende del tiempo

Las funciones son las herramientas principales para la descripcién
matematica de una situacidn real. Todas las férmulas de la Fisica no son
mas que funciones: expresan cémo ciertas magnitudes (por ejemplo el
volumen de un gas) dependen de otras (la temperatura y la presién).

DEFINICION:
Sean Ay B dos conjuntos. Una funcién f es una regla que
asocia a cada elemento x del conjunto A un Unico elemento,
llamado f(x), del conjunto B.

Vamos a ver funciones entre conjuntos de numeros reales, es decir, Ay
B son subconjuntos de R ; con frecuencia B R . Estas funciones se

llaman funciones reales de una variable real.

Por tanto, para darnos una funcién nos deben decir, en principio, el
subconjunto A de R donde suponemos que la funcion esta definiday la
regla que asigna a cada nimero de A un Unico numero real. El conjunto
A recibe el nombre de dominio de la funcién.

Para hablar de una funcién, es necesario darle un nombre. Las funciones
se representan por letras. En la practica las letras mds usadas son f, gy
h, pero cualquier letra es también valida.

Si f esunafunciény x esun nimero que estd en su dominio, se
representa por f(x) (léase “fde x” o “el valor de f en x”) el nUmero que
fasigna ax, que sellamaimagen de x por f.

Es muy importante distinguir entre f* (una funcién)
y f(x) (unnumero real).

El simbolo f:4A—>R ; AcR se utiliza para indicar que f es una

funcién cuyo dominio es A (se supone, como hemos dicho antes, que A
es un subconjunto de R ).

Es importante tener claro que las propiedades de una funcion
dependen de la regla que la define y también de su dominio, por
ello dos funciones que tienen distintos dominios se consideran
distintas funciones aunque la regla que las defina sea la misma.

conceptos: .
1) Unconjunto A .

2) Unconjunto B
3) Unaregla, criterio o ley f que asocia

Resumiendo, tras la notacion f(x) hay5

f
elementos de A con elementos de B A e— B
4) Elelemento “ x ” del conjunto A

5) Un elemento del conjunto B concreto, el que laley f asocia

a“x”yqueseescribe “ f(x)” (segun indicé Euler en 1734)

Formas de describir una funcion

En general, una funcién se puede representar de cuatro maneras:
e Por medio de una tabla de valores (conjunto de pares ordenados).
e Utilizando una expresién verbal, es decir, describiendo la regla
mediante una frase.

e Empleando una expresion algebraica, con una férmula explicita.
e Mediante una grafica representada en un sistema de coordenadas

Estas cuatro formas de representar una funcién son equivalentes, sin
embargo no siempre es posible el paso de una a otra. Ademas, no todas
las tablas, reglas, ecuaciones o graficas representan una funcién.

Grafica de una funcion

Las graficas permiten obtener una representacién visual de una funcion
y nos aportan informacidn que puede no ser tan evidente a partir de
descripciones verbales o algebraicas.

Las graficas son muy utiles para describir el comportamiento de f(x)
cuando x varia dentro de su dominio, obteniendo informacién
rapidamente de ellas.

La gréfica de una funciéon f: 4 —> R es el conjunto de pares de

nimeros {(x,f(x)) ixe A} en un sistema de coordenadas.

La expresion y = f(x) representa al conjunto de puntos del plano que

satisfacen la funcidn. En Fisica, se interpreta que x es la magnitud
“independiente” yla y esla magnitud “dependiente”.

Es decir, para expresar que el nimero real x puede ser cualquiera,
decimos que x es la variable independiente; y para expresar que el
nimero real f(x),que f asociacon x , es uno concreto decimos que
f(x) eslavariable dependiente.

Debido a esto es frecuente, al trabajar con una funcién real, usar las
letras “x ” e “ y " para representar las variables independiente (que se
representa en el eje horizontal) y dependiente (que se representa en el
eje vertical), respectivamente de modo que la grafica de f coincide con
la gréfica de la ecuacién y = f(x).

En la expresidn anterior la letra f representa todas las operaciones que

“,n

han de realizarse con cada valor de la variable independiente “x” para

“w..n

obtener el valor de la variable dependiente “y”.

Método para para obtener un esbozo de la grafica de una funcién:

e Determinar los puntos de interseccidn con cada uno de los ejes.

e Escoger un grupo representativo de valores de x en el dominio de f°
y construir una tabla de valores.

e Representar los puntos (x, f(x)) de la tabla, en el sistema de

coordenadas.
e Unir los puntos representados por medio de una curva suave.

Si al trazar una recta paralela al eje OY sobre una curva, ésta corta a la
curva en mas de un punto, entonces la curva no representa una funcion
porque una funcién no puede asignar mas de un valor distintoa x .

CRITERIO DE LA VERTICAL:
Una curva en el plano de coordenadas es la grafica de una
funcidn si y sélo si ninguna recta vertical cruza la curva mas

de una vez.
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Grafica de una funcion No es la gréfica de una funcién



Dominio

Se llama dominio de definicidn, o
campo de existencia de una
funcién f*,y se escribe Dom f,al  Rango
conjunto de valores de x para los

cuales existe la funcién.

0 Dominio .

Domf:{xeR/f(x)e]R}

Es decir, es la coleccion de valores que toma la variable independiente
y tienen imagen.

Unas veces el dominio de una funcién viene dado a priori, otras hay que
calcularlo a partir de la definicién de la funcién.

Dominio implicito o domino natural de la funcién: cuando no se indica el
dominio de f explicitamente, se entiende que el dominio es el mayor

conjunto de valores de x para los cuales la expresién f(x) tiene sentido

como numero real, es decir, serd el maximo subconjunto de IR, donde
la férmula puede evaluarse (o dicho de otra forma, el dominio de
definicidn es tan extenso como permitan las operaciones que componen
su expresion analitica).

Dentro del conjunto de los nimeros reales el dominio de una funcién
puede quedar restringido por:
e Imposibilidad de realizar alguna operacidn. Esto ocurre si en la
férmula de f encontramos:

o Denominadores: Los valores que hacen cero el denominador
no estan en el dominio de definicion.

o Raices: No tienen soluciones reales las raices de indice par
de numeros negativos.

o Logaritmos: No estan en el dominio los valores de x que
hacen que la expresién logaritmica sea negativa o cero.

e Situacion real de la que se ha extraido la funcion. El dominio debe
tener sentido en el contexto considerado (es decir, puede estar
restringido por las condiciones del problema).

e Voluntad de quien define la funcidn. Podemos especificar un
domino concreto segun criterios particulares (por ejemplo
entornos de laboratorio).

Es usual llamar dominio prdctico al conjunto de valores que puede tomar
la variable independiente para que el problema especifico tenga sentido.

Rango de una funcién:
Hemos dicho que una funcién f es una regla que asocia a

cada elemento x del conjunto A un Unico elemento, llamado
f(x), del conjunto B.
Se llama rango, imagen o recorrido de una funcién, y se escribe Im [,
a todos aquellos valores del conjunto B que la funcién f asocia a cada
valor x de su dominio.

Igualdad de funciones

Dos funciones f y g son iguales cuando tienen igual dominio y
f(x)=g(x) paratodo x en el dominio comun.

Operaciones con funciones reales

Muchas funciones habituales pertenecen a la clase de las funciones
elementales. Se llaman asi porque pueden obtenerse a partir de ciertos
tipos de funciones bien conocidas realizando las operaciones de suma,
producto, cociente y composicién de funciones.

Suma, producto y cociente de funciones. Dadas dos funciones
f,g:A—> R, se define su funcién suma (respectivamente producto)

como la funcién que a cada nimero x € 4 asigna el numero real
f(x)+ g(x) (resp. f(x)g(x)).Dicha funcién se representa con el
simbolo '+ g (resp. fg).

Se define la funcidn cociente de f por g como la funcién que a cada

nimero x € 4 con g(x) =0 asigna el nimero real % . Dicha funcién
g(x

se representa pori . El producto de un ndmero por una funcién puede
g

considerarse un caso particular del producto de funciones.

Composicion de funciones. Sea la funcién #: A — R dada por
h(x)=g(f(x)) paratodo x € A4 se llama composicionde g con f vy
se representa por & =geo f . Conviene indicar que la funciéon A=go [,
solamente esta definida cuando la imagen de f esta contenida en el
dominio de g . La composicion de funciones es asociativa.

(f+g)(x)=f(x)+g(x) Dom(f +g)=Dom f nDomg
(f-g)(x) = f(x)—-g(x) | Dom(f —g)=Dom f " Domg
(f-g)x)=f(x)-g(x) | Dom(f-g)=DomfDomg

AN
gj(x) 2(x)

Dom[fj =(Dom f nDomg)~{x/ g(x) =0}
g

Dom (k- )= Dom f
Dom(gOf)=Domfﬁ{x/f(x)eDomg}

(k-f)) =k f(x)
(go /)™ =g(f(x)

Simetrias

Para graficar funciones es Util tener en cuenta las posibles simetrias.
Esto se determina estudiando si una funcién es par, impar o ninguna de
las anteriores.

() se dice que f es una funcion par si se verifica que f(—x) = f(x),
para todo X perteneciente al dominio de f .

Observar que si una grafica es pary (x,y) es un punto de la grafica
entonces (—x, y) también estd en la grafica — la grdfica de una funcion
par es simétrica con respecto al eje Y.

@ Se dice que f es una funcion impar si se verifica que
f(=x)=—f(x), paratodo x perteneciente al dominio de f .
Ademds vemos que si f* esimpary (x,y) es un punto de la gréfica de
f entonces (—x,—y) es también un punto de la gréfica — la grdfica de
una funcién impar es simétrica respecto del origen de coordenadas.

Resumiendo, para comprobar la paridad de una funcion se
evalia f en —x . De ahi pasamos a determinar si se cumple

@ o @ o ninguna de las anteriores.

La simetria es una
caracteristica
importante de una
grafica y, ademads, nos
puede ahorrar trabajo,

pues con la mitad de la \/
grafica podemos

obtener por simetria el
resto.

(=x,¥) (x.5)
(x.5)

(=x.=»)

Ejemplo.- determinar si es par, impar o ninguna de las anteriores

a) f(x)=3x>+5 b) g(x)=3x" —x c) h(x)=Tx+1

a) f(=x)=3(=x)’ +5=3x" +5= f(x), por tanto la funcién es par

b) g(—x) =3(=x)’ = (=x) = =3x" + x = —(3x’ — x) = —g(x), luego es impar
c) h(-x)=T7(-x)+1=-7x+1 — que es distinto de h(x) y de —h(x)

por tanto la funcion no es ni par ni impar



Funciones Crecientes y Decrecientes

Es muy util saber dénde sube la grafica de una funcidn y donde baja.

YA f es decreciente. D
f es creciente. B
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Se dice que una funcién f es creciente en un intervalo [ si
f(x) < f(x,) siempre que x, <x, en I .Sicambiamos el signo < por
el de <, entonces hablamos de estrictamente creciente.

Se dice que una funcién f es decreciente en un intervalo I si
f(x,) = f(x,) siempre que x, <x, en [ .Sicambiamos el signo > por el
de >, entonces hablamos de estrictamente decreciente.
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Crec. x,<x, = f(x)< f(x,) Dec. x,<x, = f(x)2f(x,)
Se dice que f es creciente (resp. decreciente) cuando lo es en todo su
dominio de definicidn.

Se dice que una funcién es mondtona para indicar que es creciente o
decreciente.

Una funcidn mondtona e inyectiva se dice que es estrictamente
mondtona, pudiendo ser estrictamente creciente o estrictamente
decreciente.

Interseccion con los ejes

Las intersecciones con los ejes es una caracteristica que se tiene en
cuenta en numerosas ocasiones.

e Llainterseccion con el eje Y es el punto donde la grafica de la
funcién corta al eje Y. Para calcularlo hallamos el valor de la
funcién en x =0, es decir hallamos f(0), dando un valor de
y=b, conocido como ordenada en el origen.

e lasintersecciones con el eje X son los puntos donde la grafica
de f corta al eje X. Estos puntos son donde la coordenada y

es 0. Para hallarlos resolvemos f(x)=0 y despejamos x .

Ceros de una funcion.- Los ceros
de una funcioén son los valores
de x que satisfacen la ecuacion

f(x)=0

(0.5)

Maximo y minimo de una funcién

MAximo: se dice que la funcién f(x) tiene un maximo en el punto x,, si
su valor es aqui mayor que en cualquier otro punto x de un cierto
intervalo que contiene al punto x, . Es decir, la funcién tiene un maximo

en x=x, si f(x +Ax)< f(x,) paratodo valorde Ax (positivo o

negativo) suficientemente pequefio en valor absoluto.
MiNimo: se dice que la funcidn f(x) tiene un minimo para

x=x, si f(x,+Ax)> f(x,) paracualquier valor de Ax (positivo o
negativo) suficientemente pequefio en valor absoluto.

OBSERVACIONES:

e Una funcion definida en un intervalo cerrado alcanza su valor maximo o
minimo sélo en los puntos interiores del intervalo considerado.

e Seria un error suponer que el maximo y el minimo de una funcién son,
respectivamente, el mayor o menor valor de la misma en este intervalo. En el
punto maximo, la funcion tiene el mayor valor sélo en comparacion con los
valores que ésta tiene en puntos suficientemente préximos al punto maximo.
En el punto minimo, la funcién tiene el menor valor sélo en comparacion con
los valores que ésta tiene en puntos suficientemente préximos al punto
minimo. Es por esto que a veces se habla de maximo relativo y minimo
relativo.

e Siningun otro valor de la funcién es superior (resp. Inferior) a un maximo
(resp. minimo) se habla de maximo absoluto (resp. minimo absoluto)

M

Maximo

minimo

m
Tasa de variacion media (TVM)

Es una forma de ver el aumento o disminucidn de una funcién.
Se llama Tasa de Variacién Media (TVM) de la funcién f en el intervalo
[a,b] al cociente entre la variacion de la funcién y la longitud del
intervalo.
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Es un promedio de la variacion de la funcion. Geométricamente es la

pendiente del segmento AB . Cuando la TVM es positiva la funcién es
creciente y viceversa.
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